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模糊推理算法的研究进展

邓冠男
( 东北电力大学 理学院，吉林 吉林 132012)

摘 要: 随着模糊集的产生与发展，模糊推理已经成为计算智能领域的重要组成部分。对于模糊
推理的基本问题，国内外学者进行了广泛研究，提出多种模糊推理算法。为了深入理解各种模糊推理算
法，综述了模糊推理算法的研究进展，重点分析 CＲI方法、模糊推理的全蕴涵三 I算法、基于相似度的模
糊推理算法以及真值流模糊推理的现状及进展，希望能为模糊推理算法的研究提供引导作用。
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推理是人类智能的主要特征之一，是实现人工智能的一种重要技术。随着模糊集的产生与发展，模
糊推理已经成为计算智能领域的重要组成部分。模糊推理旨在模拟人类的思维模式并建立不精确的推
理方式，按照规则和所给事实执行推理过程，从而使人类可以基于一个不准确、不完善的知识库，对于某
一问题来给出一个近似的答案。目前，模糊推理技术已经广泛应用于智能系统的许多领域，如模糊控制
系统、模糊专家系统、模糊神经网络系统以及模糊决策支持系统等等。

设 A和 A* 为论域 X上的模糊集，B和 B* 为论域 Y上的模糊集。一般来说，模糊推理以最简单的如
下形式的模糊假言推理( Fuzzy Modus Ponens，简称 FMP) 模型为基础

已知 A→ B

且给定 A*

求 B* ． ( 1)

与( 1) 式相对应，有
已知 A→ B

且给定 B*

求 A* ， ( 2)

( 2) 式表现的问题叫模糊拒取式( Fuzzy Modus Tollens，简称 FMT) 。

为了解决模糊推理问题，国内外学者进行了广泛研究，提出多种模糊推理方法，比如 CＲI 方法、三 I

算法、基于相似度的模糊推理算法等等，其中有些方法已经得到相当广泛的应用。本文将对模糊推理算
法的研究情况加以总结，分析模糊推理算法的研究现状与研究进展。

1 模糊推理的 CＲI方法

针对 FMP及 FMT问题，1973年，Zadeh［1］首先给出模糊推理理论中最基本的规则即模糊分离规则，



随后 Mamdani［2］ 等人又将其算法化，形成如今广泛使用的合成推理规则 ( Compositional Ｒule of
Inference，简称 CＲI方法) 。

CＲI方法首先选择一个适当的蕴涵算子 I将 A→ B转化为 X × Y上的模糊关系 Ｒ
Ｒ( x，y) = I( A( x) ，B( y) ) ，( x，y) ∈ X × Y，

然后将 A* 与所得模糊关系 Ｒ进行复合运算即得输出 B* ，

B* = ∨
x∈X
［A* ( x) ∧ I( A( x) ，B( y) ) ］ ．

CＲI方法中，由 A→ B构造模糊关系 Ｒ这一过程，Zadeh最初采用的蕴涵算子是
IZ ( x，y) = ( 1 － x) ∨ ( x∧ y) ，x，y∈［0，1］，

然而，采用 IZ的 CＲI方法得到的结果有时与人们的直观并不相符，Zadeh［3］、Mamdani［2］、Mizumoto［4］等

均建议采用其他的方式来构造模糊关系 Ｒ。为此，Mamdani［2］构造了蕴涵算子
IM ( x，y) = x∧ y，x，y∈［0，1］，

这一蕴涵算子在模糊控制中得到了广泛应用; Mizumoto［4］提出了多种方法，分别表示为 Ｒs、Ｒg、Ｒsg、Ｒgg、

Ｒgs、Ｒss ; Baldwin
［5］提出的真值推理法中采用了 Lukasiewicz蕴涵算子

ILK ( x，y) = 1 ∧ ( 1 － x + y) ，x，y∈［0，1］，

目前，由 A→ B构造模糊关系 Ｒ已经推广到一般的蕴涵算子，侯健等［6］总结了 300多个蕴涵算子，

关于蕴涵算子的性质可以参考文献［7］。
CＲI方法的第二步，A* 与 Ｒ的复合运算最初采用的是“∨－∧”这样一对算子，后来人们将“∧”推

广到一般的三角模“T”，比如 Mizumoto［8］提出利用 Drastic积［9］和有界积［10］来代替“∧”; Giurca等［11］

在研究采用 Fodor蕴涵的模糊推理时采用了两种不同于“∧”的三角模;徐蔚鸿［12］构造了带参合成运算
p1。p2用来代替∨－∧运算。关于三角模的选取问题，Trillas等［13］、Dubois等［14］对此进行了深入的研究，

给出需满足的条件，后来 Turksen等［15］对此问题做了详细的综述。

对 CＲI方法的改进，除了对模糊关系的构造以及合成运算进行研究外，也有对输入模糊集 A* 进行

适当的处理，典型的例子是 Baldwin［5］的真值推理法，该方法构造“x is A”相对于“x is A* ”的语言真值
τA/A* ，并将 τA/A* 代替原来 CＲI方法中的 A* ，进而得出推理结果。

在众多的研究者不断的改进下，现在，以 CＲI方法为主体的模糊推理不断吸收各种新思想与方法，

如今已经成为模糊系统理论中的一个重要研究内容。CＲI 方法侧重于直接应用，算法简便易行，至今为
止它仍是工业生产领域使用最为广泛的模糊推理方法。

2 模糊推理的全蕴涵三 I算法

CＲI方法在模糊集理论中有着重要的地位及作用，然而模糊推理远较经典逻辑学中的二值推理复
杂得多。李洪兴［16］指出基于 CＲI方法的模糊系统本质上是一种插值器，因此在研究模糊系统的函数逼
近问题时，不可避免地出现“规则爆炸”的现象。从理论的角度分析，Zadeh的 CＲI方法及其演变的推理
机制也有许多值得推敲之处。王国俊［17］指出CＲI方法在求B* 时采用了复合运算，这一步带有一定的随

意性，偏离了语义蕴涵的框架，名为模糊推理，但是实际上只使用一次与推理有关的蕴涵算子，以至于它

可以用传统的插值方法取代。

为了解决CＲI方法的不足，王国俊［17］从逻辑语义蕴涵的角度提出了模糊推理的全蕴涵三 I算法，这
一算法的核心是模糊推理的三 I原则。

三 I原则 ( 1) FMP问题的解 B* 是论域 Y中使得下式取最大值的最小模糊集:
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( A( x) → B( y) ) → ( A* ( x) → B* ( y) ) ．

( 2) FMT问题的解 A* 是论域 X中使得上式取最大值的最大模糊集。

王国俊［17］将三 I原则进一步推广到一般情况，提出 α － 三 I原则。

α － 三 I原则 ( 1) FMP问题的 α － 解 B* 是论域 Y中使得下式成立的最小模糊集:

( A( x) → B( y) ) → ( A* ( x) → B* ( y) ) ≥ α，

( 2) FMT问题的 α － 解 A* 是论域 X中使得上式成立的最大模糊集。

三 I算法提出了来后不久，宋士吉等［18］提出模糊推理的反向三 I算法以及 α － 反向三 I支持算法，

给出反向三 I支持原则以及 α － 反向三 I支持原则。

反向三 I支持原则 ( 1) FMP问题的解 B* 是论域 Y中使得下式取最大值的最大模糊集:

( A* ( x) → B* ( y) ) → ( A( x) → B( y) ) ．

( 2) FMT问题的解 A* 是论域 X中使得上式取最大值的最小模糊集。

α － 反向三 I支持原则 ( 1) FMP问题的 α － 解 B* 是论域 Y中使得下式成立的最大模糊集:

( A* ( x) → B* ( y) ) → ( A( x) → B( y) ) ≥ α ．

( 2) FMT问题的 α － 解 A* 是论域 X中使得上式成立的最小模糊集。

目前，主要从这样几个方面对三 I算法进行研究。

( 1) 研究采用不同蕴涵算子的三 I算法。三 I算法及反向三 I算法最初提出时，采用的是 Ｒ0 蕴涵算

子，然而三 I原则及反向三 I支持原则中给出的是一般的蕴涵，因此很多学者研究采用不同蕴涵算子时

的三 I算法及反向三 I算法，比如采用Lukasiewicz蕴涵算子［19，20］、IL型蕴涵［21］、ＲL型蕴涵［22］、Ｒ蕴涵［23］

以及其它一些常见蕴涵算子［24－26］等等。

( 2) 研究三 I算法的相关理论，如还原性［17，18，21］、连续性［27，28］、逼近性［27］、响应能力［29，30］、支持度理

论［31，32］等等。

( 3) 研究三 I算法的改进算法，例如，针对三 I原则及 α －反向三 I原则中取最小或最大模糊集缺乏

理论依据的问题，郭方芳等［33］、侯建等［34］先后提出基于极大模糊熵的三 I算法及反向三 I算法;王国俊

等［35］在模糊推理中提出“过半可信”原则，并在此基础上构造了一种新型的三 I算法。

自三 I算法提出以来，三 I算法就受到广泛的关注，然而，这些研究均停留在理论层面，迄今为止，三
I算法及其改进算法在实际控制中都还未见成功的运用。针对这一问题，何映思等［36］进行了研究，发现

三 I算法虽然具有较为完善的逻辑语义，但在一定条件下不能求解出所需要的模糊集，而正是这个缺陷

使得三 I算法现在还不能应用到实际的控制中去。

3 基于相似度的模糊推理

在文献［37，38］中，Turksen等观察到 CＲI方法的关系合成运算缺乏理论依据，并且 CＲI 方法由于

不满足还原性，导致会得到与实际不符的结论，由此提出了一种基于相似度的模糊推理( Approximate

Analogical Ｒeasoning Schema，简称 AAＲS方法) 。后来，为了解决医疗诊断中的问题，Chen［39，40］提出两

种基于相似度的模糊推理方法，分别为 MF方法( Matching Function Method) 以及 FT 方法( Function T

Method) 。Yeung等［41，42］ 提出三种基于相似度的模糊推理，分别为 DS 方法 ( Degree of Subsethood

Method) 、IC方法( Inclusion and Cardinality Method) 以及 EC方法( Equality and Cardinality Method) 。

基于相似度的模糊推理的基本思想是根据 A* 与A的相似度来调整 B，从而得到推理结果 B* ，具体

来说首先计算 A* 与 A的相似度 SM( A，A* ) ，之后对于含多条规则的模糊推理问题来说，事先设定阈值
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τ0，如果 SM( A，A* ) ≥ τ0，则该条规则被采用，然后使用修正函数作用于 B，从而得到推理结果 B* 。

相似度是度量两个数据相似程度的工具，这里的相似度是用来度量两个模糊集相似程度，由于模糊

集的隶属度是用［0，1］之间的数来表示，因此，传统的数值型数据的相似度公式都可以用来度量模糊集

的相似度。下面介绍一下基于相似度的模糊推理的一些文献中构造的相似度公式。
( 1) Turksen［37，38］给出一种相似度的计算公式 SAAＲS ( A，A

* ) = ( 1 + DM( A，A* ) ) －1，其中 DM( A，

A* ) 为 A与 A* 的不相似性度量，例如 A与 A* 的欧式距离、Hausdorff距离等。另外，Turksen［37，38］还给出

一种非距离的度量

DM( A，A* ) = 1 － sup
x∈X

μA∩A* ( x) ．

( 2) Chen［39，40］考虑到规则前件的各个命题对结果的重要性程度是不同的，因此构造了一种加权的
相似度计算方法

SFT ( A，A
* ，W) = ∑

n

i = 1

T( ai，a
*
i ) *

ωi

∑
n

k = 1
ω[ ]

k

，

其中，A =〈a1，a2，…，an〉、A
* =〈a*

1 ，a
*
2 ，…，a

*
n 〉为输入前件模糊集，W = ( ω1，ω2，…，ωn ) 为权值向

量，T( ai，a
*
i ) = 1 － ai － a*

i 。

另外，Chen［39，40］的 MF方法中利用余弦构造了一种相似度; Yeung等［41，42］在 DS方法、IC方法以及
EC方法中分别构造了三种加权相似度;针对 DS方法的局限性，哈明虎等［43］、沈君［44］分别对 DS方法的

相似度进行改进，使其具有更加合理的推理结果。汪德刚等［46］将相似度推广到模糊相似度，并建立模糊

相似度推理算法。

关于修正函数的研究，目前在文献中使用的多是基于 AAＲS方法中给出的两种方法:

( 1) B* = min{ 1，B /SAAＲS} ( more or less form)

( 2) B* = B* SAAＲS ( reduction form)

在 DS方法中，Yeung等［41］在 more or less form中增加了一个确定因子，构造一种新的修正函数;后

来，Yeung等［42］又构造了增强的 more or less form以及增强的 reduction form;汪德刚等［45］由于构造的

是模糊相似度，因此采用了模糊集的“∨－∧”运算代替修正函数。

除了上边的 Turksen框架下的基于相似度的模糊推理之外，还有其他一些基于相似度的模糊推理

方法，如陈图云等［46］在 Mamdani算法和真值限定推理方法的基础上构造了模糊集相似度限定推理方

法;何映思［47］在AAＲS算法基础上提出了具有还原性的多重多维模糊推理算法。针对FMT问题，Mondal

等［48］构造了三种基于相似度的反向模糊推理算法，分别为 SIAＲ( Similarity-Based Inverse Approximate

Ｒeasoning) 、INAＲ( Method Using Cylindrical Extension and Projection) 以及 EINAＲ( Extended INAＲ) 。

Ｒaha 等［49］ 结合模糊关系构造了一种新的基于相似度的模糊推理算法 SAＲ( Similarity-based
Approximate Ｒeasoning) 。

4 真值流推理

真值流推理是 1989 年汪培庄［50］提出的用以解释模糊推理机的推理机制的理论，其思想是把蕴涵

式 A→ B的推理看作是真值沿着推理渠道流动的过程，在这个蕴涵式中，前件 A是渠首，后件 B是渠尾。

真值流推理针对具有多条规则的模糊推理问题进行研究，并不像前面介绍的方法由简单的 FMP及FMT

问题入手研究模糊推理，其基本步骤如下:
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( 1) 设已有知识确立了一个渠道集的基，它由有限个渠道构成: Ai → Bi ( i = 1，…，n) 。

( 2) 将 A* 与每个渠道的渠首 Ai 进行比较，计算贴近度 near( A* ，Ai ) = λ i。
( 3) 真值沿 Ai → Bi 传至渠尾，得 V( Bi ) = λ i。
( 4) 将各渠尾 Bi 与真值 λ i 按一定规律组合形成一个模糊判断

B* = d( λ1，B1，…，λn，Bn )

在真值流推理中，如果给出不同的函数关系 d，则可以确定不同的推理模型，下面给出三种常用的
函数关系［50］

d1 ( v) =∨
n

i = 1
( λ i ∧ Bi ( v) ) ，

d2 ( v) =∧
n

i = 1
( λ i ∧ Bi ( v) ) ，

d3 ( v) =∨
n

i = 1
( λ iBi ( v) ) ，

文献［51］指出，若取 near( A* ，Ai ) = A* Ai =∨ Ai ( u) ) ，则采用 d1的真值流推理等效于模糊控制中常

用的 Mamdani模型。

真值流推理方法简明、易于实现，同时算法具有合理的理论基础，能够与神经网络衔接起来，因此自
提出以来受到广泛的关注。理论研究上，汪培庄等［50，51，52］对推理渠道的格结构、推理句的因素空间解
释、从真值流的观点建立模糊推理理论、左向分析推理、兴奋度与动态推理等等进行的深入的研究，为真
值流推理建立了一系列的基础理论。另外，胡建军等［53］将真值流推理引入模糊神经元模型中，构造了
动态推理神经网络。王家奎等［54］利用真值流推理研究模糊控制器的设计，提出一种简易推理法。崔宝
珍［55］利用内积构造真值，提出内积真值流推理，并研究多种情况下的模糊推理算法均为内积真值流推

理。何映思等［56］对真值流推理算法在多种推理模式下的还原性进行了研究，并提出了一种带权重的真
值流推理算法。

5 其它类型的模糊推理

目前，模糊推理算法层出不穷，除了前面介绍的几种类型的模糊推理算法外，还存在其他一些模糊

推理算法，如特征展开推理法［57］、变权综合模糊推理［58］、基于中介逻辑的模糊推理［59］、简易插值模糊推
理［60］、SIS 算法［61］、基于神经网络的模糊推理［62］、最优模糊推理方法［63］、基于规则的模糊似然推理［64］

等等。

当然，本文所介绍的都是关于一般模糊集而言的，事实上，现在对区间值模糊集、直觉模糊集、二型
模糊集上的模糊推理的研究也越来越吸引更多的关注。
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Advances in Fuzzy Ｒeasoning Algorithm

DENG Guan-nan
( Science College，Northeast Dianli University，Jilin Jilin 132012)

Abstract: With the development of fuzzy sets，fuzzy reasoning has become an important field of computational
intelligence． For the basic problem of fuzzy reasoning，a lot of studies have been done，and many fuzzy reason-
ing algorithms have been proposed． To understand these algorithms，the advances of fuzzy reasoning algorithms，
such as CＲI method，the full implication triple I method，the fuzzy reasoning methods based on the similarity
and the truth-valued flow method are reviewed． Its purpose is to provide the guidance on the further study of
fuzzy reasoning．
Key words: Fuzzy sets; Fuzzy reasoning; CＲI method; Triple I method; Similarity
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